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→ Gesamt vofkeltmptabelle
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. ME au Ri umRz
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1 ME Es herziehe

Bezeichne : r -- Rohstoffoektor
2- = Zwischenprodukt odetor
e-- Endprodukt vektor

Vi : Rohstoffverbrauchenden des 1 .

Produktionsleiter

V : Rohstoffverbrauchswahr des 2 .

>

Produktionsleiter

V : Rohstoffverbrauchender des
gesamten Produktionsprozesses
( Gesamten fkcstepaeahix )



✓= K - z = 1. (4.e) = µ .lk/.e--V.e

Begriffe rund um Matrizen : (m.no/N)

am daz des . . .
den Falls man

A. = Uzi dzz 923 . . . Qzn ⇒ f- ist eine

an asz ass . . . asn quadratische
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⑨
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9 - p
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Amr Cline Clans
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Am Utz 3 . . .

⑨
1h

A. = Uzi 022 923 . . . zu

aseaszass . . . asn
> dahin) Element der

*

°

°

.

! ! aij :
intakte adjie

am amz aus
.
. .

am" Spalte

Sei A eine quadratische Matrix :

A.
11 Utz QIJ . . .

⑨
1h

A. = Uzi 922 923 . . .
9.zu

dgl Clgz das . . . Msn

: ! !
-

.

.

.

: Haupt)
9

"" ^ daz aus .
. .

an " Diagonale

Bsp:) 1 3 -1 fis rechteckige dahin :
2 5 0

1 4 3 2 0

3 -2 1
2 20 -1 -2

6 3 -2 0 1

2 44

1 0 1

3 6 8

2-1 0



• Nullmahlt 0mm
o o o

. . .
O

O O O
. . .
0

:O :O :O . . . :O

° Ein hutsueahix In
1 0 0

. . .
O

O 1 0 . . .
O

O O 1 0 0

÷ : O : . :

O O O
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• Vergleich von Matrizen ( 37 ,
<
,
±
,
=

, F)
→ wie bei reellen Zahlen

,
element weise

→ Mahnen habe das gleiche Format

flij . . . bij
Elemente vonA Elemente OAB

Falls fü alle demutpaar das selbe Relativ-
zeile entsteht

, so kam dieses als Vergleich
der Mahir diene

.

tesaoh (F)



1 2 ¥ 1 3 1=1 2 <3

0 1 E 0 4 0=0 1<4

1=1 2=3

OEO 144

0 2 0 2 4 2 > 3 2
= -

1 1 1 1 01 =/ 0 1

2 0 1 2 1 2 2 2
f- E

0 1 1 3 01 =/ 01

•Transponieren von Matrizen
an a. aus . . .

am

A.= Uzi 922 923 . . . Qzn

dgl 932 933 . . . Ugh

At > AT -

= am au ase . . . am made
a
!
. .

. .

änn
Am 922 932

. . .
Quiz

Als 923 933 . . _ Ums
• °

a

"

, s !
•

,

< l

den azn 03h . - - Queen

• Addition @ Subtraktion von Matrizen

A- und B müssen vom selben Format sein !

#= !!
- - -

a"

D=
b
?

_ . . bin

dann - - - denn 6ms . . . bm;



elementweise Addition AN Subtraktion

A- ± B = an bn . . . am ±!
"

amibmn . . . amn-tbm.is

Bsp:
° 2

+
02

=

4 ?
-

32 %1 1 1 1 0 1 0 1

2 0

+

^ ? =\ 1 2
-

22
= ⑦0 1 1 3 0 1 0 1

• Multiplikation von Mahir µ
Die Multiplikation von Malina ist i. A. nicht

kommutativ
. (AB# B.A)

Die Spalte anzahl der linken c

.

.

: : : : ?

Matrix muss gleich der y
←

!
Zeilenanzahl der rechten (3×4) Hx ? )
Matrix sein, um sieerfolgreichmiteinander multiplizieren v
zu können .

(min , p C- Wt)
:
.

?



A. = an
. . . Clip
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. .
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'

=/ ??
:-. ?

:
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AB = an . . . ein mit
! !

cij = aieibej
(ms . - -
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Das Falsche Schema

sei A- GE ! } und #¢ !)



ii.
÷:

"

14 34
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Anwendung : Fortsetzung
→
aus der Rohstoff verbrauchten V. btw V,
entsteht die Rohstoffverbrauchsmatux Un bzw

.
K

Um die Gesamt vofkchtapmahix zu bestimmen , werde
vi. Vz gebildet ( Vor . Anzahl der Z ;
muss bei Un und Vz übereinstimmen)

Kontrollfrage : Ruh , Rs Ä zu Zz
,
Zs

.
Z
,

V. zezzzsz, II Ec
,
E. Es

,
Eu

<
↳

jz
,

R
,

0

\ 0

Ry O O O O 1



404 KAPITEL 7. LINEARE ALGEBRA 

7.4 Übungsaufgaben 

1 ) Gegeben si IId die Matrizen 

(: 1 
-3 ) ( -I 0 ). C = ( 

- I 0 ! ), A= 2 o • B= 1 2 0 2 -4 
1 6 -2 3 6 0 

D=U -I 1 ) ""d di, V, kto"" z = (-n. v=(-:). z=(:) 
Man berechne: 

a) 2A - 4D , D + A T
; b) z - y , 2x+3y ; cl AD, DA , B T A , AC; 

d) Az , Dy, Bz , :t) T y . 

2) Man untersuche die fo lgenden linearen G leichuugssysterne auf Lösbarkei t und looe sie 
im rall der Lösbarkeit: 

3) 

. ) 2z, + 5;&2 = -I ; b) 2,3a + 6,2b = 46, I ; 
x, ;/; 2 = 3 - Zu + I , lb = -1 ,4 

,) 2o, + 0, - tl3 = 5; 
0, - 6U2 + 2U3 = 8 

13u2 - 5U3 = JO 

el 4:1:1 - 3%2 + ;1:3 + 8%4 = 12 
-:l, + 2:1:3 - 2:4 = 4 

5%1 + X2 - X3 = -9 
%\+6X2 +3X4=-7 

d) y, 
-v, 

y, 

Man bestimme den Rang folgender Matrizen : 

.) der Matrizen Bund C aus Aufgabe 1); 

- y,+ 
+ 2y<! -

+ 

2Y3 = 8; 
Y3 = -3 

3Y3 = 13 

d" M,,,;,," A = ( : 

- I 0 2 

). B=( 
6 -I 

b) 3 -I 4 2 1 
-3 -4 - I 3 

-2 2 

3 n 7 
4 

4) Man untersuche folgende Matrizen auf Regularität und berechne im regulären Fall die 
Inverse: 

A= ( 1 0 I) 
-1 B= ( 

1 0 
o 3 
3 4 

( 1 -3) C = 2 <I . 

5) Für ei n Unterneh men mit 2 Sektoren gehen die gegenseit igen Lieferungen, die Liefe--
rungen an den Endverbaucher und die Rohstofflieferungen (alles in ME pro Berichts-
periode) aus folgender Tabelle hervor: 

mm



Lösungen : a) 2A - ④ =

Hallo

- : : : _ ÷ : -¥ : = : : :

Dt #D=
! ! ! + AE ! ! ! = ! ! !

b) ×-yx = .? - µ ! = ! 2x -By 792 idmchr

4) + 4) = f)
1.

= ! ! ! . : : : = % : : uns

1 1 0

A. D O - 1 1

÷

2 1 - 3 -4 -2 1

4 2 0 4 2 2

2 1 6 14 7 1

1



2 1 - 3

D. A 4 2 0

2 16

1 1 0 6 3 -3

O - 1 1 -2 - 1 6

2 1 0 8 4 -6

2 1 - 3

BT . A 4 2 0 1 - 1 0 3

2 1 6 A - C O 2 -4 1

- 6 1 00

-1 1 -2 - 2 -1 - 9
-

° 2 3 14 7 18 2 1 - 3 -16 - 3-4 7

4 2 0 4 0 -8 14

upsi
z 1 6 38 6 -4 7

d) A- =\;) Dy : | Bz > (E)
Ey =3

• Sei A. eine quadratische Mahir . Wir definiere die
Determinante von A :

„= 1 : A. = (au) n ! = 1.2 .

. . .in

det A- = an



rrz : H: :)
det A- = an -au - daz - an

„=3 : A : an de , das

921 922 923

931 932 933

chef A : am - du -9g} Tanz - das -9g , 1- das - du -92

-

daz 921 Qgg - die 923932 - 913922931

Regeln. Sowas :

A : an de , das an die

921 922 des 921 922

931 932 933 931 932

Bse: A- µ, }) det # = 1-6-3 . -41
= 6/-12=18

B : 142↳ e s) def D= 2+72+0

6-12
- O - E3) -12



Samus :
1 4 z =65

/: : :) : :-6-1
•

Rang einer Matrix : Sei A eine (m> n) -Mahir .

Der Rag einer Matrix ist die Anzahl der Nicht-

null teilen dieser Mahir nach Abschluss des Gauß-

Algorithmus .

Dieser Gauß -Algorithmus wandelt

diese Mahir so an , dass unterhalb aller

DiagonaleKunert lauter Nullen entstehen .

Das Gauß - Verfahre : Bsp. :
I Z - f-2) II

Gegeben : ¥3 Is I, ¥II

1.) übertrage alle Zehen bis
1 3 2

zu i. zu
. Enge I

-IIin der restliche 1. Spalte
mit Hilfe der 1. Zeile

lauter Nullen
.



2. übertrage alle Zehen bis 1 32)
Zur 2. Zehe

. Erzeuge 0 -1 - 1

in der restliche 2. Spalte EHE ' (O O 1)
mit Hilfe der 2. Zeile

lauter Nullen
.

Algorithmus bricht ab .

⇒

ray
A-=3

is: :) :DEE 3

-
1 0

| ! ) A
ragt = 2



4) , . 3⇐

¥ : : :) . Ht
¥: : :p:O -7 -1 9

1 - 1 0 2

/! ! ! !) ragaz
=¥: : :) :*:* : : :* .

q : : :)O O O o

4.) det A-= 0

Satz : Sei A eine quadratische Kal - Mehr .



Dann gilt :

det A- 0 ⇐ ray
A-- n

det B = - 1

⇒

rang
B=3

dato =
⇒

rega 2

•Die Inverse einer Matrix A ( quadratisch)
Sei A eine quadratische Mahir und exis lief

eine weitere Matrix ( des selbe Formats)
Ä

,
so dass

A. A
'

= A
'

- A = 1
,

dann heißt Ä Inverse von A
.
A ' ist

dabei eindeutig definiert (falls sie existiert) .
Falls sie existiert , heißt A regulär
oder invertierbar

.
Ansonsten heißt A

singulär .



Bestimmung der inversen Matrix mittels

Gauß- Jordan
- verfahr

1) Ausgangslage :

gg .
: A

! ! ! ! :) -HH
a) Gauß - verfahr nit A- II)

¥: : : : : :) =

÷!: : : : : :)# O O 1 1 1 1

3) Jordan Verfahre

Es
^ 3 0 -1 -2 -z

lööii : i)



1 O O -4 4 1tööii : i)
letzter

„Jordan -schilt
"

: linke Mahir mittels Multiplikativ
oo Zeile ( vielfache ) zur
Einheits mahir unwohl .

1 O O -4 4 1↳ öii :D
* = ÷)
Satz : Sei A eine quadratische (nxn) -Matrix .

Dann

sind folgende Aussagen äquivalent :

il det A- ⇒ 0

Iii) rang A- = n

fül A ist regulär btw .
invertierbar



Bsp : i ¥ # -

:) "

BY! ! !)
prüfen , ob t invertierbar
und bestimmen ggf die
Inverse

.

I : :L : :) .

- l : :L : :)
'

- 6 0 -2 -2 ¥4 11 0 1/3 113~ ( o -3/1 -2) % ) o 1 | - 1/3 43 )
-

* Ef: :)
*

" % : : : :) :*
aus '

go : : : :)
""7

O O -1 0 0 1



Jordan :
-6 O O -2-20 -%)§ -3 0 1 -20) . )
O O -1 0 0 1

. - 1

B
'
=
1/3 1130-1/32/3 0

O O - 1

rannte

:(! ! ! ! ! ;)
""

Yo ;! :^* : :) : es
]

O O - 1 0 01

2 0 0 2/32/3 0 " {§ 15 0 -451 O) : 15

O O - 1 001 - C- 1)

B.
'

=
1/3 1130

¥ : :)



Satz Sei A- ¢ 2) eine invertierbare

Matrix
. Dann gilt :
* = detail! !)

µ Bsg: Ein Unternehmen produziert mit Hilfe
von zwei Rohstoffen R , und Rz drei

Zwischenprodukte 81
, Zz und 83 ,

die

unmittelbar zu drei verschiedenen

EndproduktenEn
,
Ez und Es weiter -

verarbeitet werden . Die folgendeRohstoffverbrauchs tabellen sind vorgegeben :

¥:*: :
Zz 0 2 1

Zs 3 1 2

Wieviel Ressourcen Rind Rz werden benötigt , um

2. Es
,
7. Ez sowie 4 . Es und zusätzlich

1. Z, und 2 Zz bestellen zu können ?



¥: : :) - ¥ : :)
R Z

✓ =/ ! ! ! )
ZE

RE

" ¥)
E ME

v.e- (9) = "
R ME

← ({ )
Z ME

Viz : ¥ ) = rz

Ges . = herz
RME

= @Ig )
Mit welchen Gesamt rokotoffkoda ist zu rechnen , falls
1 ME Re 5 GE und 1 ME Rz 7- GE kosten ?

p
-
- Preis vektor ( für Rohstoffe)
K : Gesartrohstoffkodu
K = RT .

p



K > rgei -

p F-¥ )

(94 109) . ¥)
RGE

MER

4=470+763--1233 GE

2.2
. Lineare Gleichungssysteme (LGS)

Bsf: I 4×+4=-3
I -2×+4=-5 1.2

-4×+4=-10
{

2×+14=-87+21
: 134=-13 1:13

Es

yiut : 4×+711=-3 47
×-1 und y= -1

4> = 4 / : 4 sind eine Lösug .
X = 1
= (1/-1)

⇒ 2=1/1/-13



Def : Seien m, ne IN
'
.

Das folgende System an Gleichungen
an -Xs t AssiXzt aus .Xy t . . .

-1 den
.Xn = b1

Uzi -Xs t Clzz -Xztazs -Xy t . . .

-1 azn
.Xn = bz

asi

!
+ an

!
atassi

!
+

. . . -19 !!
=

!
Ame -Xs tamz-Xztams.ly -1

. . .

-1 dmnun = bm

heißt lineares Gleichungssystem (LGS) in nUnbekanntenund m Gleichungen .

Die Elemente

aij ER heißen Koeffizienten .
Die Elemente

b ; ER heißen „
rechte Seiten

"

.

Die xj , die

fü die Lösungswege zu ermitteln sind
, heißer

Unbestimmte
.

Bsp : gg :. A- = an an das . . .
den

Uzi 022 923 . . . zu

÷ :<
a

:
. . . :

÷

° n •

. . i
-

h 1

amn dmz Ums .
. .

Qmn

m n

ges:
A



AÄ = Un - Xs tdezXztdisxst . . .

t denXn

921 Xz + dzz . Xz -1923×51 . . .
-102N Xn

x. tamaxztamsxst . . -

Ära)
¥:L :

Folgerung : Jedes LGS kann als Gleichung von Matrizen

dargestelltwerden
.
Dabei ist A ( wie in Bsp)

die Koeffizientenmatrix ,
Öl wie in Bsp) der Un -

bekanntevektor und Ö der Vektor der rechten Seiten
(Rus) .

Lösungs verfahren zum Lösen von LGS :

1) Aufstellen der erweiterten Koeffizientenmahix CAIÄ)
Am Utz 013 . . .

den by

µ = Uzi dzz 923 . . . Qzn bz

au Clgz Ass . . . Clsn by
a s s

" a

° . •

° s

' - p
r r

Amr dmz Clans
.
. .

Qmn bm



2.) Anwendung des Gauß- Algorithmus auf ftib)

~ die Usa des . . .
den by

(A)= 0 äzz äzs
. . . äzn Äz

. 0 ^ ~ ~

, 933 . . . % n bg
'

O . .

\
. r

i

.

.

°

,
_ -

O . . .
. .

Oämn ÄM

3.) Für den Fall in > n und äii # 0 für alle
Üii löse

„
von unten nach oben

"

Falls
rang A- = rang AIÖ ,

so ist das

LGS ( auch im Fall mal lösbar
.
(Umkehrung

gilt auch! Falls rang
1- <
ray Aiö so

ist das LGS nicht lösbar
. Eindeutig

lösbar ist es
,
wann

rang
A-- ray Atö

-

- n
.

Unendlich viele Lösung gibt es , falls
rag

A-- ray Nö
< n .

Was ist zu tun bei man ?

• uutubeslimwt
' nach Gauß u-m Namen hierfür

% *

0×5=0 75=4
mibn

o o Kis

leid :



Was ist zu tun bei msn ?

• über bestimmt
• Schneide m - u Zeilen ab und löse

.

. Anschließend muss diese Lösung ,
falls vorlade

,
die abgeschnittene

Heilige zu einer wahre Aussage über -

führe.



Bsg: Xs - Xzt) =3

2x, -5×2+3×3=5

-4×1 -19×2-2×3=-6

1) 1 -1 2 3 .

-4¥
- 4

2 -5 3 5 §
-4 9 -2 -6

2) 1 - 1 2

30-3-1 - 1 ^5

° 56 6 - s
]'

I 1 -1 2 3

E 0-3-1 -1

0 013 13

3.) II 13×3=13 1:13

+3=11-3×2-43=-1 1×5-1
-3%-1=-1 1+1

-3×2=0 / :-(3)

X

I Xy - Xz -12×3=3 1×2--0×3=1
X, -0+2.1 =3 1-2

2

af 5--11=(1/011)'



£11110115 )
alternativ : Es ist bekannt

,
dass A regulär ist .

Damit kann das LGS

A.E- Ä

durch in Inverse Ä gelöst werde .

A.E- Ä ' A
'
ooa links

ÄÄE > ÄÄ
I. E = ÄÄ
ö = ÄÄ

alternativ 2 : (Jordan - Verfahren)
I 1 - 1 2 3 - 13

I O -3 -1 - 1

E 0 013 ns

" "

It µ
]

13 -13 0 13 ' (3)
],O -39 0 0

0 0 13 13

-39 O
o -39 . - Jg

O -39 O O . - Ig
0 013 13

. A
13



1 0 0 1

l: : : !
×

Lösbarkatskiteüen :

Bsp ) Xtz = 0
ZXTYTZ =3
4×-4+2=1

1 0 1 O - tz) f-4)

2 1 1 3
+

t

4 -1 1 1

1 0 1 0

0 1 -1 3
+ Xg = -1

0 -1 - 3 1

ios o III ! } ^ Lösung
° ^ - i s

(eindeutig )
o o -4 "

Ä> ¥)
Bsp ) Xtz = 0

ZXTYTZ =3
4×-4+52=1



1 0 1 O - tz) f-4)

2 1 1 3
+

t

4 1 5 1

1 0 1 0

0 1 -1 3
+

° " ^ ^

0×5-4 f. A . } keine Lösung
^ 01 0 (nicht lösbar)
0 1 -1 3

o o O "

2=01--9 }

Bsp) Xtz = 0

ZXTYTZ =3
4×-4+52=-3

1 0 1 0

0 1-1 3
II % -

- O

O O O O Xs = t GER

(s : 11 ⇒ Xz > 14 ⇒ +1=-11 )

I Xz -↳ =3 /- t

Xz -t =3 / +£

Xz =3-it

I Xstrs - O Ks > t
Htt > 0 I -E



Xi

⇒ unendlich viele Lösungen
(mehrdeutig lösbar)

£-4:(÷;) #ER}
:L:))

Übung 10A) % 12000EUR p
> 3%

pa .

Termingeld nach je zwei Monate

verzinst
.

Welchen Betrag erhält um
nach einer halbenJahr ?

x

124cL
=

wie
× = 0,5%

⇒ Kas = Ko . 1,0053

= 12180,90 EUR
-

11) gg .

: 3,5% p.ae . 1) 5000 1-02005

2) EE 2500 31.12.2005

3) A- = 4000 15.7.2006

ges . : Konto stach 1.1. zart



Jahr 2005 : Ks = 5000 . 1,00875--5043,75

Saldo 31.12.05 : 7543,75

Jahr 2006 : Es : 7543,75 fü 195 Tage
Zz : 3543,75 f- 165Tage

E- 754475562.0-035-195
360

= 143,02 EUR
-

Zz : 3543,75EUR - 0,035.165

360

= 56,85EUR
-

Saldo 31.12.06 : 3743,62 EUR

-2cL)
1- 1 2 ; 8¥ ! Es :\

,

-834]- ~> 01 ^ 5 →

13 O - 1 - 1 -5

~> 1 - 1 2 ; 8
0 1 1 5 HI Oys = O

O o o o

y, =
t TER
-

I Yztys = 5 lys --t

Yztt = 5 / - f

Yz = 5-f
-



I Ya
-

yzt2ys-8fyz-5-tyj.tl/s-f5-t)t2.t--8ye-5tf-2f=8/t5-3E
3€

yi-13-3-C-Z-fifEEIitc.it
Satz : Sei Aä?Ä ein LGS mit m

Gleichungen und n Unbekannten
.

Dann gilt :

i) Ai -- Ä ist lösbar
,
wenn rang

A- =

rang #5) .

Diese ist eindeutig , falls ray A- n .

ii) AE --Ä ist nicht lösbar
, falls rag A- < ray#Ä) .




