


Kapitel3 Analysis

3.1
.
Ökonomische Funktionen

• Funktion in einer unabhängigen Variablen
- reelle Funktion f ordnet jedem × a-DER

eindeutig einen Wert y= fG) ER zu

-

y= FCH Funktionsgleichauf
-

D : Definitionsbereich

- W =/ yly = FCH; x-D} Wertebereich von f
- G) (x.y) ER

'/ ¥f) EDXW
Funktionsgraph von f-

HA Welle .
„
ich kenne die Begriffe . . .

und kann sie

erklären und anwenden
.

"

-

Stetigkeit ( Zeichnen ohne Absetzen )
-

Differenzierbarer ( 1. Ableitung existiert)
- Monotonie (Steigungverhalten [mit Hilfe 1. Adelig])
-

Krümmung ( mit Hilfe der 2. Ableitung)% Fööss
- lokale undglobale Extrema 182

. Htt
.

- Wende - (Sattelpunkte (2. Huey )
"

- lineare Funktionen (y> 3×-4)
""" •

-

quadratische Funktionen (4=2×2-4×+2
- Potenz -/Wandfahren (y - E *EbaÄÄ!!!wang.



-

ganzrationale Funktionen (y > 44-2×46×-1)
- Exponentialfunktionen ( KG) = Ko .

g-
×)

- Logarithmus flehen ( y-_ In lgex
( Winkelfudetiaeu (y-_ sinx , y -_ aesx ) )
-

Zusammensetzung von Funktionen
(f) H = flxtgcx)

f.g) H = fügG)

falls GCH #0

f-g) H = FH :GG)

g) H = f-GH )
• Funktion in mehreren unabhängigen Variablen (nett : Anzahl)
- reelle Funktion f ordnet jedem x -_ An . ..in) a-DER

"

eindeutig einen Wert y= f-G) =FG . . -A) ER zu

-

HfG) Funktionsfähig
-

D : Definitionsbereich

- W =/ yly -- FCH; x-D} Wertebereich von f
- G) (x.y) ERF F-f) EDXW
Funktionsgraph von f-

- Für einen Funktionaer yew heißt die Menge
I=/XER" / y> FGß Iso Linie ooaf zum



Funktion wert y .

- Für diese Vorlesung ist er auf 2 beschränkt . Deshalb
schrieben wir nicht y = f-G. xz ) Soeder.

⇐ flxiy) .

Def. : Eine ökonomische Funktion ist eine Funktion
,
beider

die zugrundeliegenden Variablen eine ökonomische Bedeutungbesitzen
. Die Funktionsgleicheng einer ii. F. drückt dabei

die Annahme über einen Zusammenhang zwischen den

betreffenden Größen aus.

• Kostenfaktor einer Ein -Produkt- Katernberg
KG ) = Kft Kvk) mit krft --0

"
o s x : Menge derGesamtkosten bei Fixkosten variable erzeugtenHerstellung von XME Kosten

↳ d
-

Produkte (ME)
<

in GE

mögliche Verläufe :

• linear : KG) = Kft kvix
'

progressiv : K
'
>0

,
K " >0

-

degressiv : K
'
>0
, K

"
< O

-



Ermittlung solcher Funktionen : finanzgenies
*
^

. :
.

.

"
- Punkt-

Wolke
° mittels Regression .

.

>

×

- wirds Interpolation

" "

II!!÷÷ .
⇒ Erweiterung auf u Produkte (nen)

KCxu.ve
. . . . ,
xD

• Ercösfeaktioa einer Ein - Produkt- Unternehmung

EH =p# ' ×

> abgesetzte Produkte•

Erlös bei Absatz a in ME
von X ME inGE Produktpreist

Stückpreis in
GEje ME

Marktsituationen :

• kein Wettbewerb (Monopol)
⇒ Preis - Absatz -Funktion ×Cp)
(Menge der absetzbare Robbte in Abhängigkeit
Von Reis )

→ Uudedorfnblia ist pH



°

Vollständiger Wettbewerb (Polypd)
→

Gleichgewichtspreis p* (vom Markt
"

ermittelt ")

akzeptiere
→ pH =p* = Coast.

° Gewinn funktion einer Ein -Produkt-Unterredung
GA) = EG) - KG)

unter der Annahme erzeugte Produkte =

abgeseke Produkte

•

Deckungsbeitrags funktion einer Ein - Produkt- Unternehmung
DG) = EG) - KVG)

unter der Annahme erzeugte Produkte =

abgeseke Produkte

•

Angebots - und Nachfrage funktion
jeweils die Menge in

• .

Abhängigkeit des Preises.Xnlp) Xwlp)

⇒ Schnittpunkt von Ip) und XN Cp) nennt



man Marktgleichgewicht ( p* ,#
Bspw. E) Ein Unternehmen im odlot

. Wettbewerb ermittelt

feü ein Produkt ein Gleichgewichtspreis 004 173GEHE

⇒ EG) = pcx) . ×
P*

= 173k

(ii) Ein Monopolist stellt durch Marktforschung fest,
dass bei einem Produktpreis von 100Gt

1250 ME verkauft werden können, bei MOGE

jedoch nur noch 950 ME
.
Wie lautet die

Erlösfubhir bei einer linearen Preis -Absatz#6ha
.

+⇐*
.

a- Ex = II
100 = - Ego . 1256 + u

= ¥0 = - ¥0

-JE in KEI
425
3- = "

⇒ -tot 42¥ =p

-tot 42¥ .

×

⇒ EH = pH) . × =
-tsoxt 437
-

gg . : Unternehmung i monatliche Erlösfaktion
E) = 10007



monatliche Kostenfaktor
KG) = 0,001×7×4500×+87000

GE : EUR

C) Gewinufulehieu :

GG) -- EK) - KG)

= 1000×-10,001×3- It 500×+87000
= -0,001×3-1×2+500×-87000

E) Fix - und variable Kosten
Kf = 87000
Kvk) = 0,001×7×4500×

¥1 aktuell ist die Produktionsmenge 500148
Stückkosten

.

K(500) = 212000 ✓

⇒ Stückkosten : 212000 = 424 EUR
Foo Ae

Kw) = 587000

⇒ Stückkosten
.587%1=587 EUR1

.

④ gg . : auf einen ↳ (p) - ftp.11
Mahl uüt

× .
= - Zypz-3ps?vollst. Wetten

.

ges. :
. Madotgleidgewicht (#HÄ



^

Erlösfnhho- eines Anbieters

Lsg . : . XAfp) = XNCP )

typtp -41 = - Ip
?

-3g -132

0 = -

p
'

-4,0+21t.lt/O--E-4p-zffx..=-Ez-EzI-f )
Pan = - 2 ± 4+21

pz =3

P# =3
⇒ X* = 16,25

Markt-gleichgewicht :(3 ; 16ps)
d

Gleichgewichtspreis
• EG)=p - x = p* -× =3×2

. Differentiale} (in zwei Veränderlichen)

Gegeben sei die Funktion

⇐ Flxy)
Wahl: s(f) = Ex ?

=
a

SG) = Er I
×

ZEX



Wie wird abgeleitet ?
A : Einzeln nach jeder Variablen

⇒ partielle Ableitung nach
. . .

X : Fx (x.y ) = bin FG -ihiy )
- FAN

li> O h

Y
: Fyfx,y) = bei>

FFH) - FAI
h

⇒ Gradient von F :

E- = ) ¥1
Bspw. FG) = Ey

?
- { xy 4

F- G) = Zxys - Ey4

Fylxy) =3Ey
'

- Ex443=3×42- Zxys

*

⇒ partielle Abteilungen 2. Orly (entspricht ? AH.)
Fxy (x.y ) = ¥4

F-Giyth ) -E#y)
h



Fyx , Ex und Fyy sind eutspeded
definiert .

⇒ Hesse - Matrix

ftp.FGHEy/xy)Fyxky)FyylxiyIBsp-:fFortsetog)HF--2y
642-43

642-43 6×4-6×5
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Aufgabe 1

Das Unternehmen Maschlemeier stellt Spezialelektromotoren her und ist auf dem Markt präsent
mit der Nachfragefunktion x = 400 − 2p. Die Nachfrage x wird durch das Unternehmen direkt
befriedigt (p Preis je Produkteinheit). Die Kostenfunktion des Unternehmens ist gegeben durch
K(x) = 0.08x3 − 9.3x2 + 392x für x ≥ 15.

(i) Man ermittle die Gewinnzone des Unternehmens.

(ii) Bestimmen Sie das Produktionsvolumen und den Preis, für die das Gewinnmaximum er-
reicht wird.

Aufgabe 2

Bestimmen Sie die Extremwerte (Art, Stelle, Funktionswert) der Funktion

z = f(x, y) = x2y3 + y3 + 27x2
− 3y2 − 9y

Aufgabe 3

Bestimmen Sie den Definitionsbereich (mit Begründung), die Extremstellen (Art, Stelle) und die
Wendepunkte der Funktion

ln(2x+ 3) + x2

Auf den Nachweis der Wendepunkte mit Hilfe der dritten Ableitung ist zu verzichten. Hinweis:
Die Brüche der ersten Ableitung sind in einen Bruch umzuformen.

Aufgabe 4

Für einen zweistufigen Produktionsprozess sind die jeweiligen Bedarfsgrößen an Roh- und Zwi-
schenprodukten in den folgenden beiden Tabellen zusammengefasst (Angaben in Mengeneinheiten
ME an Zwischenprodukt je ME Endprodukt bzw. in ME an Rohstoff je ME Zwischenprodukt):

E1 E2
Z1 2 2
Z2 0 3
Z3 2 1
Z4 1 6

Z1 Z2 Z3 Z4
R1 3 1 2 1
R2 0 1 5 2

R1, R2 bezeichnen die Rohstoffe, Z1, Z2, Z3, Z4 die Zwischenprodukte und E1, E2 die Endpro-
dukte.

(i) Bestimmen Sie die Gesamtverflechtungsmatrix von Rohstoffen und Endprodukten.

(ii) Berechnen Sie den Bedarf an Rohstoffen zur Produktion von 30 Einheiten E1 und 10 Ein-
heiten E2.

(iii) Berechnen Sie die Rohstoffkosten zur Produktion der unter (ii) genannten Produktionsmen-
gen für E1 und E2. Dabei sind für eine Einheit R1 Kosten von 2 Euro und für eine Einheit
R2 von 3 Euro zu berücksichtigen.

2
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(6Punkte)
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Aufgabe 5

Als leidende(r) Angestellte(r) der Leipziger Niederlassung der Fa. Green, Brown & Sons stellen Sie
verschiedene Überlegungen an, wie Sie die zu erwartenden Einschnitte bei der gesetzlichen Rente
durch eine private Altersvorsorge ausgleichen können. Bei Ihren Überlegungen gehen Sie zunächst
davon aus, dass Sie vom 30. bis zum 55. Lebensjahr (einschließlich) am Ende eines jeden Jahres
einen Betrag von 3000, 00 EUR in eine Kapitalversicherung einzahlen können. (Für die folgenden
Modellrechnungen ((i)− (iii)) unterstellen Sie einen Zinssatz von 2, 5%!)

(i) Über welches Guthaben würden Sie am Ende des 55. Lebensjahres verfügen?(2P)

(ii) Für den Fall, dass Sie erst mit 60 Jahren Leistungen aus der Versicherung beziehen können
fragen Sie, welcher Betrag Ihnen 10 Jahre lang jährlich vorschüssig ab dem 60. Lebensjahr
ausgezahlt werden kann, wenn das vorhandene Guthaben vollständig aufgebraucht werden
soll? (Das angesparte Vermögen wird dabei weiterverzinst ohne, dass die Einzahlungen fort-
geführt werden.)

(iii) Da die späteren Auszahlungen Ihnen zu gering erscheinen, berechnen Sie den Betrag, den
Sie vom 30. bis zum 55. Lebensjahr jährlich nachschüssig einzahlen müssten, wenn die Ver-
sicherung Ihnen jährlich vorschüssig 15 Jahre lang einen Betrag von 80000,−EUR (ab dem
60. Lebensjahr) auszahlen sollte!(5P)

Aufgabe 6

(i) Eine mit 25 beginnende arithmetische Folge hat die Partialsumme S5 = 155. Geben Sie eine
explizite Bildungsvorschrift für diese Folge an.

(ii) Die Kultur eines Bakteriums verdoppelt sich aller 120min. Die durchführende Chemielabo-
rantin untersucht die Kultur aller zwei Stunden. Bei welcher Messung ist die Anzahl der
Bakterien erstmals über eine Million angestiegen, wenn die erste Messung 113 Bakterien
beträgt?

(iii) Ein Unternehmensanleihe mit einem Nennwert von 1000 EUR besitzt einen Kupon von 3, 5%.
Sie wird also mit jährlich 3, 5% verzinst. Die Laufzeit dieser Anleihe beträgt 10 Jahre. Wie
viel Gewinn macht man nach einer Zeichnung von 150 Stück und einer Haltezeit von den
gesamten 10 Jahren.

(iv) Berechnen Sie die Summe der ungeraden Zahlen von 1900 bis 2000.

3

Süzfara)
•

Sso = -

✓

¥11901-499g) =
-

G = 10.150 - 3,580.1000EUR = 52500EUR

6 ;) 155 = aitaztastaytas = a) +(Getauft (31214%131) -4g +4dm)

155 = 5. an -110.cl/ae= 25

155 = 5.25 +hoch \ -125 du, = dit n .ch

30 = tod 1:10 ! = 25T h-3
-

D= 3

(Ii) an = 113 → geometrische Folge : ante = 113.2
"
> 106 / : Us

-

zu > 10099% / In
Fürn -14 ist Anzahl > 10

'

in" > In 1%0%-1 Log . Ges.
h . LUZ > In (1000000/113) / : In 2⇒ 915 > 10

"

A : Bei Messung 15.- n > In 00000/1133/42=13,1



1.) i ) x Cp ) = 400- Zp GG) = EG)- KG)
-

EG) = pl KGI> 0,08×3-9,3×4394
<

+= 400- Ep / -12pA

.ae?::::::::z/VECx)--
(200-0,5×1 .×

GGF 200×-0,5×2

= 200×-0,5×2
/(908×3-9,3×4394)=200×-0,5%0,08×79,37394
- - ---

GAK - 0,08×38.8×2-194
TR :

0=-0,08×3+8,8×2 - 192 × →
"
MODE

"

→ TADLE

= × (-0,08×48,8×-192) →Fkt eingebe
-

d
gr XE HIHI El

+ so

Ptt ) Startwert 15

µ

Schuhwerk 1

0=-0,08×48,8×-192 / :-(0,08)
0=+2-110×+2400
- -

P

9×1,2=-3± II - f
,

Xzß = 557 3025-2400

-
25



µ ①

XE 30 Xs = 80

¥1!
⇒ Gewinnzone : Esoisöf

30 E X 7 80

Iii ) G
'

= (-0,08×78.8×2-194)
"

= - 0,24×2+17,6×-192
0=-0,24×2+17,6×-192 / :-( 924)
=

×? 2¥ × + 800

- -

p f

taz = 1¥ ±

= ¥ ± 49¥

= ± ¥

Xe = 60
=

XE Es #Da

(
• in pH einsehe

PCGO) = 200-0,5-60 = 170
-



"in :* : :p = :(IÄÄ)
④ ÷ - = Ehl:) - Is:)

deute nicht nachgefragt werden-•Falls Enderle

µ✓= !
Bedarf Es Es E,

GEIGY. (3) = 2680 GE

So NICHT !

ETH
Kiel ' 4,4 ⇒ 421

5. | (i ) Rartaeaelwet - 12=3000 . nachsehe
' f = 1025 .

"

82
M = 26

RE = R .1¥ = sooo . 1-1025*1-1025

-108035,12EUR
fit Kc

,
= Ko - 10254 = 119250,56 = Rig

u -10 i f- 1,025 , Oorschässig



Rö = R,
: .

D= RI .

1- f
"

= 119250,56 .

(1-1025) . 10259
1- 1,02510

= 13293,09 EUR

-4=15
• Wieviel wird zu 60. LJ benötigt ? D= soooo

RI = R .

In
f = 1025

4- f) fun
=

= 80000 .

1-1,025^5
(1-1025) . 1,02514

= 1. ots , 272
,
97 EUR

• Wieviel zu 55 LJ ?

4-- Ko . f
" ⇐ Ko : 4¥ = MIETEN

= Glött 71EUR
-

° Wie hoch sind die Rate?

Rä = !



F- RE - Ifa = gestehe .

1%32=25541,3443-2
.) flx.yt-xys-ys-27xz.by?9y

i) Partielle Ableger /Gradient

fxlxcy ) = 2x y
'
-154×

fylxy) = 3×443; - Gy -9

¥. ÷:* -Hd
ii) I Zxy

'
-54=0 I 3×7,442 - by -9=0

2×(43-127)=0
* in : Sy

'
-Gy -9=0 / :3

µ la -
yz-4-3=0×1--0Yz =-3

Ya} =HE
'

Für . x :O und
y
=3 ist Ff :O y,

=3

'

X --0 und y = -1 ist if :O Y} =
- 1

YEE ! ;) ein :

3.E. 9+3-9-6 -E3) -9=0

Xyz = ±¥ 27×2 =0 f- 36

36

×? - § 2-7×2=-36



× ER
⇒ Lois) und (OH sind
-

stationäre Stelle
.

Funktionierte :

fkyt-xys-y-27xz.by?-9yfloist:oH-#zH-EH
-27

⇒ S
, (Oisi -27) ist ein stationärer Pakt

.

floi-4=5
⇒ Sz (Oi - li ) ist ein stationärer Pakt .
Partielle Ableitungen 2. Orang Messe-Matrix

** . ÷:^)
¥ (x) = 24454

fxylxyt-fyxkyf-6xyzfyykyt-6xy-6y-6.in"

÷:^)
del Html = (9454116×4+6+6) - (Gxy)

?



d) Art : Haas, =
°

)0 12

t¥! )Sa : det Hfc, = 1296 > 0
⇒ S , ist ein lokaler Extremer
Weil 108>0 ist So ein lokaler Tiefpunkt.

falls dieser Welt negativ ist , so badet es sich um
einen Hochpunkt .

Sz : det Hfcoi-y = - 624 < 0

⇒ Sz ist ein Sattelpunkt .

H flxt.lu/2xeDxE-
②f : 2×+3>0 I -3

= GXEIRIX > -15 }2x > -3 l :2

× > - 15
-



f.
'

NE
*! + 2x -- E- %!;"

=

2+4×46×
= 0

(laut ¥
zxxs

0=4×46×+2 / : 4
tun. = is

'

. ! = Ii
0=+2+15×+05

Heftige x. = -975+-5%5

⑦
'

=

III!" = -azstazr
✓ = 2×+3 +1=-1 xz = -0,5

-
v
' :L _ -

f
"

=

(8*4) -14×46×-7.2

(2×+312

=
1*+56×1-18 -8¥# 4

=

8×424×1-14

(2×73)
? (2×+3)?

f.
"

HI < 0 A lok . Maximum

f.
"

fast >0 1 lok
.

Minivan

Wendepunkte : FYXI :O = 8×424×+14

(2×+3)<0--8×424+14 / : 8
0=5+3%7/4

×, = - 15 ± JE.is
=
- lis ± JOE

= - 1,5T. 07
. . .



* = - 22
. . . f- D

tz = - 08 . . .

ffao .-1=988 ⇒ Wto))


